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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ
Àêòóàëüíîñòü òåìû. Òåîðèß âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ ñîçäàâàëàñü íà
ñòûêå ìíîãèõ àêòóàëüíûõ îáëàñòåé  âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèß, âûïóêëî-
ãî àíàëèçà, òåîðèè óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè è äðóãèõ. Â èòîãå
âîçíèêëà ñîäåðæàòåëüíàß è ãëóáîêàß òåîðèß, èìåþùàß ðàçíîîáðàçíûå ïðè-
ëîæåíèß ê åñòåñòâåííûì íàóêàì è òåõíèêå. Â äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàþòñß
ïðèáëèæåííûå ìåòîäû ðåøåíèß ïàðàáîëè÷åñêèõ âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ ñ
ïðåïßòñòâèåì âíóòðè îáëàñòè (ñ îäíîñòîðîííèì îãðàíè÷åíèåì íà ðåøåíèå),
êîòîðûå ñ òåîðåòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèß èçó÷åíû ñóùåñòâåííî ñëàáåå, ÷åì ñî-
îòâåòñòâóþùèå ýëëèïòè÷åñêèå íåðàâåíñòâà. Â ýòèõ çàäà÷àõ, êðîìå ñàìîãî ðå-
øåíèß, êàê òåîðåòè÷åñêèé, òàê è ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ, ïðåäñòàâëßåò êîèí-
öèäåíòíîå ìíîæåñòâî ðåøåíèß; ýòî íåèçâåñòíîå îïðåäåëßåòñß ïîñëå ðåøåíèß
çàäà÷è êàê ïîäìíîæåñòâî îáëàñòè îïðåäåëåíèß ðåøåíèß, íà êîòîðîì ðåøåíèå
ïðèìûêàåò ê ïðåïßòñòâèþ.
Ìåòîäû ðåãóëßðèçàöèè è øòðàôà ïîçâîëßþò ñâåñòè âàðèàöèîííûå íåðà-
âåíñòâà ñ ïðåïßòñòâèåì âíóòðè îáëàñòè ê ñîîòâåòñòâóþùèì óðàâíåíèßì. Ñ
èõ ïîìîùüþ äîêàçûâàåòñß ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèß, ñòðîßòñß ïðèáëèæåííûå
ñåòî÷íûå ñõåìû. Â íàó÷íîé ëèòåðàòóðå èçâåñòíû ìíîãî÷èñëåííûå ñïîñîáû
ïîñòðîåíèß òàêèõ ìåòîäîâ; îíè ïîëó÷àþòñß èç ðàçëè÷íûõ ñîîáðàæåíèé è
ïîëåçíû òàêæå ñ îáðàòíîé òî÷êè çðåíèß (êîãäà ðåãóëßðèçîâàííàß çàäà÷à
ßâëßåòñß èñõîäíîé, à âàðèàöèîííîå íåðàâåíñòâî ßâëßåòñß åå ïðèáëèæåíè-
åì). Ñóùåñòâóþùèå ñïîñîáû ïîëó÷åíèß îöåíîê òî÷íîñòè ýòèõ ìåòîäîâ ïðåä-
ïîëàãàþò äîñòàòî÷íóþ ãëàäêîñòü ðåøåíèß çàäà÷è è óñëîâèå òèïà ëèïøèö-
íåïðåðûâíîñòè ïðîñòðàíñòâåííîãî îïåðàòîðà. Ïðè ïîñòðîåíèè ïðèáëèæåí-
íûõ ìåòîäîâ òðàäèöèîííî èñïîëüçóþòñß ïðîñòåéøèå ñåòî÷íûå ñõåìû: ñî÷å-
òàíèå íåßâíîé ñõåìû Ýéëåðà äëß äèñêðåòèçàöèè çàäà÷è ïî âðåìåííîé ïåðå-
ìåííîé è ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ïåðâîãî ïîðßäêà òî÷íîñòè äëß àïïðîê-
ñèìàöèè íåðàâåíñòâà ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì. Îòñóòñòâèå ãëàäêî-
ñòè ðåøåíèß, îñîáåííî ïî âðåìåííîé ïåðåìåííîé, ßâëßåòñß ñåðüåçíîé ïðî-
áëåìîé ïðè òåîðåòè÷åñêîì èññëåäîâàíèè òî÷íîñòè ñåòî÷íûõ ñõåì è ïðèâîäèò
ê çàíèæåííûì îöåíêàì (ïî ñðàâíåíèþ ñ ïàðàáîëè÷åñêèìè óðàâíåíèßìè). Â
ýòîì íàïðàâëåíèè îòìåòèì ðàáîòû Ñ. Johnson, F. Scarpini è M.A. Vivaldi, C.
Vuik, A. Zenisek, â êîòîðûõ äëß ìîäåëüíûõ çàäà÷ ïîëó÷åíà îöåíêà òî÷íîñòè
â ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìå ïîðßäêà O(τ 1/2 + h) âìåñòî îæèäàåìîé è îïòèìàëü-
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íîé îöåíêè O(τ + h). Äëß ñåòî÷íûõ ñõåì, ïîëó÷åííûõ ïîñëå äèñêðåòèçàöèè
çàäà÷è ñî øòðàôîì èëè ðåãóëßðèçîâàííîé çàäà÷è, ïðîáëåìà ïîëó÷åíèß îïòè-
ìàëüíûõ îöåíîê òî÷íîñòè óñóãóáëßåòñß èç-çà íàëè÷èß äîïîëíèòåëüíîãî ïà-
ðàìåòðà; èçâåñòíûå îöåíêè òî÷íîñòè ïîäîáíûõ ñõåì â ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìå
òàêæå èìåþò ïîðßäîê O(τ 1/2 + h) ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì âûáîðå äîïîëíè-
òåëüíîãî ïàðàìåòðà. Îïðåäåëåíèå äîñòàòî÷íî øèðîêîãî êëàññà çàäà÷, äëß
êîòîðûõ ïðèáëèæåííûå ìåòîäû (ðåãóëßðèçàöèè, øòðàôà, ñåòî÷íûå ñõåìû)
èìåþò îïòèìàëüíûé ïîðßäîê òî÷íîñòè ßâëßåòñß àêòóàëüíûì âîïðîñîì êàê ñ
òåîðåòè÷åñêîé, òàê è ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèß.
Öåëßìè ðàáîòû ßâëßåòñß ïîñòðîåíèå è èññëåäîâàíèå ïðèáëèæåííûõ ìå-
òîäîâ ðåøåíèß êâàçèëèíåéíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ ñ
ïðåïßòñòâèåì âíóòðè îáëàñòè. Îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëßåòñß ñëåäóþùèì âî-
ïðîñàì:
1. íîâûì îïðåäåëåíèßì ðåøåíèß çàäà÷è (íà îñíîâå îïåðàòîðîâ òî÷íîãî
øòðàôà). Ýòè îïðåäåëåíèß îêàçûâàþòñß ïîëåçíûìè êàê ñ òî÷êè çðåíèß
ïîñòðîåíèß è èññëåäîâàíèß òî÷íîñòè ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé, òàê è ñ
òî÷êè çðåíèß èññëåäîâàíèß óñòîé÷èâîñòè êîèíöèäåíòíîãî ìíîæåñòâà
ðåøåíèß;
2. ïîñòðîåíèþ è èññëåäîâàíèþ òî÷íîñòè ìåòîäîâ ðåãóëßðèçàöèè çàäà÷è;
3. ïîñòðîåíèþ è èññëåäîâàíèþ òî÷íîñòè ïîëóäèñêðåòíûõ è ïîëíîñòüþ äèñ-
êðåòíûõ ñõåì ðåøåíèß çàäà÷è; ñòðîßòñß íîâûå ñõåìû, à òàêæå óòî÷íß-
þòñß îöåíêè ïîãðåøíîñòè ðåøåíèß ðßäà èçâåñòíûõ ñõåì.
Íàó÷íàß íîâèçíà ðåçóëüòàòîâ, èçëîæåííûõ â äèññåðòàöèè, ñîñòîèò â
ñëåäóþùåì: äëß êâàçèëèíåéíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ ñ
ïðåïßòñòâèåì âíóòðè îáëàñòè ñ ìîíîòîííûì ïðîñòðàíñòâåííûì îïåðàòîðîì
äàíû ýêâèâàëåíòíûå îïðåäåëåíèß ðåøåíèß; íà èõ îñíîâå èññëåäîâàíû ìåòî-
äû øòðàôà è ðåãóëßðèçàöèè, ïîëó÷åíû îöåíêè óñòîé÷èâîñòè êîèíöèäåíòíî-
ãî ìíîæåñòâà ðåøåíèß ê âîçìóùåíèþ ïðàâîé ÷àñòè è íà÷àëüíîãî óñëîâèß;
ïîñòðîåí è èññëåäîâàí ðßä ñåòî÷íûõ ñõåì ðåøåíèß çàäà÷è; ïîëó÷åíà îïòè-
ìàëüíàß îöåíêà òî÷íîñòè ýòèõ ñõåì â ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìå.
Äîñòîâåðíîñòü ïîëó÷åííûõ òåîðåòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ îáåñïå÷èâàåòñß
ñòðîãèìè äîêàçàòåëüñòâàìè ñôîðìóëèðîâàííûõ óòâåðæäåíèé.
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Íàó÷íîå è ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå ðàáîòû. Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè-
÷åñêèé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû âíîñßò âêëàä â ðàçâèòèå òåîðèè
ïàðàáîëè÷åñêèõ âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ ñ ïðåïßòñòâèåì âíóòðè îáëàñòè.
Âìåñòå ñ òåì, äîêàçàííûå îïòèìàëüíûå îöåíêè òî÷íîñòè äëß ðßäà ñåòî÷-
íûõ ñõåì, ïîñòðîåííûõ íà áàçå íåßâíîé ñõåìû Ýéëåðà è ìåòîäà êîíå÷íûõ
ýëåìåíòîâ ñ ÷èñëåííûì èíòåãðèðîâàíèåì, çàïîëíßþò èìåâøèéñß â íàó÷íîé
ëèòåðàòóðå ïðîáåë â èõ ìàòåìàòè÷åñêîì îáîñíîâàíèè.
Àïðîáàöèß ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè áûëè ïðåäñòàâëåíû, äî-
êëàäûâàëèñü è îáñóæäàëèñü íà ñëåäóþùèõ êîíôåðåíöèßõ è ñåìèíàðàõ: Ïß-
òîì âñåðîññèéñêîì ñåìèíàðå ¾Ñåòî÷íûå ìåòîäû äëß êðàåâûõ çàäà÷ è ïðèëî-
æåíèß¿, ïîñâßùåííûé 200-ëåòèþ Êàçàíñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà,
ã. Êàçàíü, 17-21 ñåíòßáðß 2004 ã.; Øåñòîì âñåðîññèéñêîì ñåìèíàðå ¾Ñåòî÷-
íûå ìåòîäû äëß êðàåâûõ çàäà÷ è ïðèëîæåíèß¿, ã. Êàçàíü, 1-4 îêòßáðß 2005
ã.; Ñåäüìîé Êàçàíñêîé ëåòíåé øêîëå-êîíôåðåíöèè ¾Òåîðèß ôóíêöèé, åå ïðè-
ëîæåíèß è ñìåæíûå âîïðîñû¿, ã. Êàçàíü, 27 èþíß - 4 èþëß 2005 ã.; Âñåðîñ-
ñèéñêîé ìîëîä¼æíîé øêîëå-êîíôåðåíöèè ¾×èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèß çàäà÷
ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè¿, ã. Êàçàíü, 26 èþíß  2 èþëß 2006 ã; Ñåäüìîì âñå-
ðîññèéñêîì ñåìèíàðå ¾Ñåòî÷íûå ìåòîäû äëß êðàåâûõ çàäà÷ è ïðèëîæåíèß¿,
21  24 ñåíòßáðß 2007 ã.; 51-é íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ÌÔÒÈ ¾Ñîâðåìåííûå
ïðîáëåìû ôóíäàìåíòàëüíûõ è ïðèêëàäíûõ íàóê¿, ã. Ìîñêâà, 28-30 íîßáðß
2008 ã.; íà ñåìèíàðàõ êàôåäðû âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè Êàçàíñêîãî óíè-
âåðñèòåòà (ðóêîâîäèòåëü Ì.Ì. Êàð÷åâñêèé), íà èòîãîâûõ íàó÷íûõ êîíôåðåí-
öèßõ Êàçàíñêîãî óíèâåðñèòåòà.
Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè èçëîæåíû â 11 ðàáîòàõ.
Ñîâìåñòíûå ðàáîòû âûïîëíåíû â ñîàâòîðñòâå ñ íàó÷íûì ðóêîâîäèòåëåì, êî-
òîðîìó â ýòèõ ðàáîòàõ ïðèíàäëåæèò ïîñòàíîâêà çàäà÷, âûáîð íàïðàâëåíèé è
ìåòîäîâ èññëåäîâàíèß.
Ñòðóêòóðà äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû. Äèññåðòàöèîííàß ðàáîòà ñîñòî-
èò èç ââåäåíèß, äâóõ ãëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Áèáëèîãðàôèß âêëþ÷àåò 78
íàèìåíîâàíèé. Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè ñîñòàâëßåò 124 ñòðàíèöû, â òîì
÷èñëå 2 ðèñóíêà.
ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ
Âî ââåäåíèè îáîñíîâàíà àêòóàëüíîñòü òåìû äèññåðòàöèè, äàí îáçîð ëè-
òåðàòóðû ïî òåìå èññëåäîâàíèß, îïðåäåëåíû öåëè è çàäà÷è èññëåäîâàíèß,
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ïðèâåäåíà ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè.
Â ïåðâîé ãëàâå èññëåäóåòñß êâàçèëèíåéíîå ïàðàáîëè÷åñêîå âàðèàöèîí-
íîå íåðàâåíñòâî ñ ïðåïßòñòâèåì âíóòðè îáëàñòè, ôîðìóëèðóåìîå ñëåäóþùèì
îáðàçîì: íàéòè ôóíêöèþ u ∈ K ∩W òàêóþ, ÷òî u(0) = u0 è
(P ) 〈u′ + Au− f, v − u〉 ≥ 0 ∀ v ∈ K.
Çäåñü è äàëåå èñïîëüçóþòñß ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèß: Ω ⊂ Rn  îãðàíè÷åííàß
ñâßçíàß îáëàñòü ñ ëèïøèöåâîé ãðàíèöåé ∂Ω, Q = Ω × (0, T ), T > 0; H =
L2(Ω), V = H10(Ω), V˜ = H1(Ω), V ∗  ïðîñòðàíñòâî ñîïðßæåííîå ê V ; V =
L2(0, T ;V ), V∗  ñîïðßæåííîå ê V ; H = L2(0, T ;H), W = {u ∈ V : u′ ∈ V∗},
W˜ = {v ∈ L2(0, T ; V˜ ) : v′ ∈ V∗} è K =
{
u ∈ V : u ≥ ψ}; 〈·, ·〉  îòíîøåíèå
äâîéñòâåííîñòè ìåæäó V∗ è V .
Îïåðàòîð A : V → V∗ ïîðîæäàåòñß êâàçèëèíåéíûì ýëëèïòè÷åñêèì äèô-
ôåðåíöèàëüíûì îïåðàòîðîì âòîðîãî ïîðßäêà ïî ïðàâèëó
〈Au, v〉 =
∫
Q
( n∑
i=0
ai(x, t, u, ux)vxi + λuv
)
dx dt,
ãäå vx0 = v, ux = (ux1, ux2, . . . , uxn).
Ïðåäïîëàãàåòñß, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèß:
(H ′0) f ∈ V∗, u0 ∈ L2(Ω);
(H ′′0 ) ψ ∈ W˜ , ψ ≤ 0 ï.âñ. íà Σ, ψ(0) ≤ u0 ï.âñ. íà Ω;
(H ′′′0 ) g = ψ
′ + Aψ − f ∈ V∗: 〈g, v〉 = ∫
Q
gQv dxdt+
∫
γ
gγv dxdt,
ãäå γ ⊂ Q òàêîâî, ÷òî mesn+1(γ) = 0, V íåïðåðûâíî âêëàäûâàåòñß
â L2(γ), gQ ∈ L2(Q), gγ ∈ L2(γ).
Äàëåå ÷åðåç (H0) îáîçíà÷àþòñß óñëîâèß (H ′0), (H ′′0 ), (H ′′′0 ).
Íà ïðîòßæåíèè âñåé ðàáîòû ïðåäïîëàãàåòñß, ÷òî ôóíêöèè ai, i = 0, 1, . . . , n,
óäîâëåòâîðßþò óñëîâèßì Ëåðå-Ëèîíñà (H1)− (H3):
(H1) Óñëîâèå Êàðàòåîäîðè. Ôóíêöèè ai(·, ·, ξ0, ξ) : Q → R èçìåðèìû äëß
âñåõ (ξ0, ξ) ∈ R × Rn è ai(x, t, ·, ·) : R × Rn → R íåïðåðûâíû äëß ïî÷òè âñåõ
(x, t) ∈ Q. Êðîìå òîãî, äëß ïî÷òè âñåõ (x, t) ∈ Q è âñåõ ξ = (ξ0, ξ1, . . . , ξn)
ñïðàâåäëèâû îöåíêè
ai(x, t, 0) = 0, |ai(x, t, ξ)| ≤ β
n∑
j=0
|ξj|, i = 0, 1, . . . , n, β = const > 0;
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(H2) Óñëîâèå ýëëèïòè÷íîñòè. Äëß ïî÷òè âñåõ (x, t) ∈ Q è âñåõ ξ, η ∈ Rn
è ξ0 ∈ R ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
n∑
i=1
(ai(x, t, ξ0, ξ)− ai(x, t, ξ0, η))(ξi − ηi) > 0, ξ 6= η;
(H3) Óñëîâèå êîýðöèòèâíîñòè. Äëß ïî÷òè âñåõ (x, t) ∈ Q è âñåõ ξ, η ∈
Rn+1 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
n∑
i=0
ai(x, t, ξ) ξi ≥ α
n∑
i=1
ξ2i − λ0ξ20 ,
ãäå ïîñòîßííàß α > 0, λ0 = const ≤ λ.
Äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëàãàåòñß, ÷òî âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëî-
âèé (H4) èëè (H ′4).
(H4) Óñëîâèå ìîíîòîííîñòè. Äëß ïî÷òè âñåõ (x, t) ∈ Q è âñåõ ξ, η ∈ Rn+1
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
n∑
i=0
(ai(x, t, ξ)− ai(x, t, η))(ξi − ηi) ≥ −λ0(ξ0 − η0)2, λ0 = const < λ.
(H ′4) Óñëîâèå ñèëüíîé-ìîíîòîííîñòè. Äëß ïî÷òè âñåõ (x, t) ∈ Q è âñåõ
ξ, η ∈ Rn+1 íàéäóòñß ïîñòîßííûå α > 0 è λ0 < λ òàêèå, ÷òî
n∑
i=0
(ai(x, t, ξ)− ai(x, t, η))(ξi − ηi) ≥ α
n∑
i=1
(ξi − ηi)2 − λ0(ξ0 − η0)2.
Ïðèìåðû îïåðàòîðîâ, óäîâëåòâîðßþùèõ óñëîâèßì (H1)− (H4), (H ′4) ïðèâåäå-
íû â ï.1.2. Èçâåñòíî, ÷òî çàäà÷à (P ) ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (H0) − (H3)
èìååò ðåøåíèå; óñëîâèå (H4) (èëè (H ′4)) ßâëßåòñß äîñòàòî÷íûì äëß åãî åäèí-
ñòâåííîñòè.
Â ï. 1.4 äîêàçàíî ñëåäóþùåå ñâîéñòâî îïåðàòîðà A.
Óòâåðæäåíèå 1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèß (H1)− (H4) è çàäàíû ôóíê-
öèè u, v ∈ V˜, ïðè÷åì, (u− v)′ ∈ V∗, (u− v)− ∈ V è (u− v)−(0) = 0. Òîãäà èç
îöåíêè 〈(u− v)′ + Au− Av, (u− v)−〉 ≥ 0 ñëåäóåò, ÷òî u ≥ v.
Çäåñü u− (u+)  îòðèöàòåëüíàß (ïîëîæèòåëüíàß) ÷àñòü u. Íà îñíîâàíèè
óòâåðæäåíèß 1 äîêàçàíà òåîðåìà ñðàâíåíèß ðåøåíèé ïî íà÷àëüíîìó óñëîâèþ
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u0, ïðàâîé ÷àñòè f è ïðåïßòñòâèþ ψ, à òàêæå îöåíêà óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèß
â ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìå
‖u‖E(0,T ) = ‖u‖L∞(0,T ;H) + ‖u‖V
ê âîçìóùåíèþ u0 è f ïðè óñëîâèè (H ′4).
Âî âòîðîì ïàðàãðàôå ïðåäëàãàþòñß äâå ýêâèâàëåíòíûå ôîðìóëèðîâêè èñ-
õîäíîé çàäà÷è; â îñíîâå èõ ëåæàò èäåè ðàáîòû Ð.Ç. Äàóòîâà1 äëß ýëëèïòè÷å-
ñêèõ íåðàâåíñòâ.
Îïðåäåëßåòñß ôóíêöèîíàë j : V → R ïî ïðàâèëó
j(v) = 〈q, (v − ψ)−〉 =
∫
Q
qQ(v − ψ)− dxdt+
∫
γ
qγ(v − ψ)− dxdt,
ãäå qQ ∈ L2(Q), gγ ∈ L2(γ), qQ ≥ g+Q, qγ ≥ g+γ . Îí ßâëßåòñß âûïóêëûì,
ëèïøèö-íåïðåðûâíûì è íåîòðèöàòåëüíûì íà V , ïðè÷åì j(v) = 0 äëß v ∈ K.
Â ï. 2.1 äîêàçûâàåòñß
Òåîðåìà 1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèß (H0)  (H4). Òîãäà çàäà÷à (P )
ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåé çàäà÷å: íàéòè u ∈ W òàêóþ, ÷òî
(P0) u(0) = u0 è 〈u′ + Au− f, v − u〉+ j(v)− j(u) ≥ 0 ∀ v ∈ V .
Â ï. 2.2 îáñóæäàþòñß âîïðîñû, ñâßçàííûå ñ èññëåäîâàíèßìè ðåãóëßðíî-
ñòè ðåøåíèß èñõîäíîé çàäà÷è; ïðèâîäèòñß îáçîð ðàáîò â ýòîì íàïðàâëåíèè, â
÷àñòíîñòè, îòìå÷àþòñß ðàáîòû, â êîòîðûõ ôîðìóëèðóþòñß äîñòàòî÷íûå óñëî-
âèß íà äàííûå çàäà÷è, ãàðàíòèðóþùèå ïðèíàäëåæíîñòü ðåøåíèß ïðîñòðàí-
ñòâó
H2,1(Q) = {u ∈ L2(0, T ;H2(Ω)) : u′ ∈ L2(0, T ;L2(Ω))}.
Â ï. 2.3 ââîäèòñß ïîíßòèå ðåãóëßðíîé çàäà÷è. Äëß ýòîãî âûäåëßåòñß êëàññ
îïåðàòîðîâ, îáëàäàþùèõ ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì:
(A) eñëè u ∈ W = L2(0, T ;H2(Ω)), òî Au ∈ L2(0, T ;L2(Ω)) è
Au = Av ï.âñ. íà E = {(x, t) ∈ Q : u(x, t) = v(x, t)}, u, v ∈ W.
1Äàóòîâ Ð. Ç. Îá îïåðàòîðàõ òî÷íîãî øòðàôà äëß ýëëèïòè÷åñêèõ âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ ñ ïðåïßò-
ñòâèåì âíóòðè îáëàñòè // Äèôôåðåíö. óðàâíåíèß. 1995. Ò. 31,  6. Ñ. 10081017.
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Îïðåäåëåíèå 1. Çàäà÷à (P ) íàçûâàåòñß ðåãóëßðíîé, åñëè âûïîëíåíû
óñëîâèß (H0)  (H4), u0 ∈ V, f, g ∈ L2(Q), ψ ∈ H2,1(Q), îïåðàòîð A îáëàäà-
åò ñâîéñòâîì (A), è, êðîìå òîãî, ðåøåíèå çàäà÷è u ∈ H2,1(Q).
Ïóñòü θ(s) = 1 ïðè s ≤ 0, θ(s) = 0 ïðè s > 0. Äîêàçàíà ñëåäóþùàß
Òåîðåìà 2. Çàäà÷à (P ) ýêâèâàëåíòíà óðàâíåíèþ
(P1) u
′ + Au− g+θ(u− ψ) = f ï.âñ. â Q, u(0) = u0,
ïðè âûïîëíåíèè îäíîãî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:
a) âûïîëíåíû óñëîâèß (H0)  (H4), ψ′, Aψ, f, u′ ∈ L2(Q), mesn+1(F ) = 0,
ãäå F = ∂{(x, t) ∈ Q : u(x, t) = ψ(x, t)} ∩Q  ñâîáîäíàß ãðàíèöà;
á) çàäà÷à (P ) ßâëßåòñß ðåãóëßðíîé.
Â òðåòüåì ïàðàãðàôå èçó÷àþòñß ìåòîäû ðåãóëßðèçàöèè çàäà÷è (P ), ïî-
ñòðîåííûå íà îñíîâå ýêâèâàëåíòíûõ ôîðìóëèðîâîê (P0) è (P1). Íà ïðîòßæå-
íèè âñåãî ïàðàãðàôà ïðåäïîëàãàåòñß, ÷òî âûïîëíåíî ñëåäóþùåå óñëîâèå:
(H5) äëß ïîñòîßííîãî ε > 0 ñïðàâåäëèâà îöåíêà
〈A(u+ ε), v〉 ≥ 〈Au, v〉 ∀ u, v ∈ V , v ≥ 0 ï.âñ. â Q.
Ïîñêîëüêó v− =
0∫
v
θ(s)ds, òî ñãëàæèâàíèåì ôóíêöèè θ ïîëó÷àþòñß ðåãó-
ëßðèçîâàííûå çàäà÷è êàê äëß çàäà÷è (P0), òàê è äëß çàäà÷è (P1). Ôóíêöèß θ
ñãëàæèâàåòñß ëèïøèö-íåïðåðûâíûìè íåâîçðàñòàþùèìè íà R ôóíêöèßìè θε
òàê, ÷òî θε(s) = θ(s) ïðè s ≤ −ε1 è s ≥ ε2, ε = max{ε1, ε2}, εi ≥ 0. Òîãäà äëß
η ∈ V :
jε(η) =
∫
Q
qQϕε(η − ψ) dx dt+
∫
γ
qγϕε(η − ψ) dx dt, ϕε(λ) =
0∫
λ
θε(s) ds.
Ðåãóëßðèçîâàííàß çàäà÷à çàïèñûâàåòñß ñëåäóþùèì îáðàçîì: íàéòè uε ∈
W òàêóþ, ÷òî
uε(0) = u0, 〈u′ε + Auε − f, v − uε〉+ jε(v)− jε(uε) ≥ 0 ∀ v ∈ V .
Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ýòà çàäà÷à, â ñèëó äèôôåðåíöèðóåìîñòè jε, ýêâèâà-
ëåíòíà ñëåäóþùåé:
(Pε) uε ∈ W : u′ε + Auε +Bεuε = f, uε(0) = u0,
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ãäå 〈Bεu, v〉 = 〈j′ε(u), v〉 = −
∫
Q
qQθε(u−ψ)v dx dt−
∫
γ
qγθε(u−ψ)v dx dt. Óñëîâèß
(H0)− (H4) ãàðàíòèðóþò ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèß (Pε).
Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (H0)(H5) â ï. 3.1 äîêàçàíà îöåíêà
u− ε1 ≤ uε ≤ u+ ε2 ï.âñ. â Q.
Ïðè óñëîâèßõ (H0)  (H3), (H ′4) è (H5) â ï. 3.2 äîêàçàíà îöåíêà
‖u− uε‖L2(0,T ;V ) ≤ c ε1/2.
Â ï. 3.3 ïîñëåäíßß îöåíêà óòî÷íßåòñß â òîì ñëó÷àå, êîãäà çàäà÷à ßâëßåòñß
ðåãóëßðíîé è ðåãóëßðèçàöèß èìååò ñïåöèàëüíûé âèä. Äîêàçàíà
Òåîðåìà 3. Ïóñòü çàäà÷à (P ) ßâëßåòñß ðåãóëßðíîé, âûïîëíåíû óñëîâèß
(H0)  (H3), (H ′4) è (H5), ε1 = 0 è q = g+. Òîãäà
‖u− uε‖L2(0,T ;V ) ≤ c ε1/2 mes1/4n+1(Iε) ‖g+‖1/2L2(Iε),
ãäå Iε = {(x, t) ∈ Q¯ : 0 < u(x, t)− ψ(x, t) < ε}.
Â óñëîâèßõ òåîðåìû 3 ñïðàâåäëèâà îöåíêà ‖u−uε‖L2(0,T ;V ) = o(ε1/2). Ôóíê-
öèß µ(ε) = mesn+1(Iε) ïðè ìàëûõ ε õàðàêòåðèçóåò ñêîðîñòü ñõîäà ðåøåíèß ñ
ïðåïßòñòâèß â îêðåñòíîñòè ñâîáîäíîé ãðàíèöû.
Îïðåäåëåíèå 2. Ðåøåíèå âàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà (P ) íàçûâàåòñß
íåâûðîæäåííûì ïî ìåðå ñ ïîêàçàòåëåì β, åñëè ñóùåñòâóþò ε0 è c òàêèå,
÷òî äëß ëþáûõ 0 < ε < ε0 ñïðàâåäëèâà îöåíêà
mesn+1(Iε) ≤ c εβ.
Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèß òåîðåìû 3 è ðåøåíèå íåðàâåíñòâà (P ) ßâëßåòñß
íåâûðîæäåííûì ïî ìåðå ñ ïîêàçàòåëåì β, òî
‖u− uε‖L2(0,T ;V ) = c ε(2+β)/4, åñëè g+ ∈ L2(Q),
‖u− uε‖L2(0,T ;V ) = c ε(1+β)/2, åñëè g+ ∈ L∞(Q).
Èçâåñòíî, ÷òî äëß îäíîôàçíîé çàäà÷è Ñòåôàíà β = 1/2.
Â ï. 3.4 ïîêàçûâàåòñß, ÷òî ïîëó÷åííûå îöåíêè ïåðåíîñßòñß íà äâà âàðè-
àíòà ìåòîäà øòðàôà ñ îïåðàòîðîì øòðàôà:
(a) Bε(u) = −q
ε
(u− ψ)−, (á) Bε(u) = −q
ε
(u− ψ − ε)−,
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ãäå ëèáî q = ‖g+‖L∞(Q), ëèáî q = g+. Ïîêàçûâàåòñß, ÷òî òåîðåìà 3 ñïðàâåä-
ëèâà äëß îïåðàòîðà øòðàôà òèïà (á) ïðè âûáîðå q = g+.
Â ÷åòâåðòîì ïàðàãðàôå ïðåäëàãàåòñß ¾ýíåðãåòè÷åñêàß¿ òåõíèêà èññëå-
äîâàíèß óñòîé÷èâîñòè êîèíöèäåíòíîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèß çàäà÷è ê âîçìó-
ùåíèþ äàííûõ f è u0. Ïóñòü u è uˆ  ðåøåíèß ðåãóëßðíûõ âàðèàöèîííûõ
íåðàâåíñòâ (P ) ñ ïðàâûìè ÷àñòßìè f è fˆ è íà÷àëüíûìè äàííûìè u0 è uˆ0
ñîîòâåòñòâåííî, à I(u) = {(x, t) ∈ Q : u(x, t) = ψ(x, t)} è I(uˆ)  ñîîòâåòñòâó-
þùèå èì êîèíöèäåíòíûå ìíîæåñòâà. Çàäà÷à ñîñòîèò â îöåíêå (n+1)-ìåðíîé
ìåðû Ëåáåãà ñèììåòðè÷åñêîé ðàçíîñòè êîèíöèäåíòíûõ ìíîæåñòâ
∆I = I(uˆ)4I(u) = (I(uˆ) ∪ I(u)) \ (I(uˆ) ∩ I(u)).
Èäåß èññëåäîâàíèß áàçèðóåòñß, âî-ïåðâûõ, íà ôîðìóëèðîâêå íåðàâåíñòâà
â âèäå îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèß (P1),
u′ + Au− g+θ(u− ψ) = f,
è çàìå÷àíèè î òîì, ÷òî ôóíêöèß χ = χ(u) = θ(u−ψ), îïðåäåëåííàß âQ, ïðåä-
ñòàâëßåò ñîáîé õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ìíîæåñòâà I(u); âî-âòîðûõ, íà
ðàâåíñòâå
mesn+1∆I =
∫
Q
|χ(uˆ)− χ(u)| dxdt.
Èññëåäîâàíèß ïðîâîäßòñß â ïðåäïîëîæåíèè
(G) g, gˆ ∈ G = {g ∈ L2(Q) : g ≥ cg = const > 0 â Q}.
Â ï. 4.1 äîêàçàíà
Òåîðåìà 4. Ïóñòü çàäà÷à (P ) ßâëßåòñß ðåãóëßðíîé è âûïîëíåíû óñëîâèß
(H0)(H3), (H ′4), (G) è îïåðàòîð A ßâëßåòñß ëèïøèö-íåïðåðûâíûì
(H6) |〈Au− Av,w〉| ≤ c ‖u− v‖V‖w‖V , u, v, w ∈ V.
Òîãäà äëß ëþáîãî êîìïàêòà E ⊂ Ω ñïðàâåäëèâà îöåíêà
mesn+1(∆I ∩ {E × [0, T ]}) ≤ c capΩ(E)
(‖uˆ0 − u0‖H + ‖fˆ − f‖H),
ãäå capΩ(E)  åìêîñòü êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà E ⊂ Ω îòíîñèòåëüíî Ω
capΩ(E) = inf{ ‖v‖V : v ∈ V, v ≥ χE â Ω},
χE åñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêàß ôóíêöèß ìíîæåñòâà E.
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Äàëåå ïîêàçàíî, ÷òî â óñëîâèßõ òåîðåìû 4, åñëè ψ ≤ const < 0 íà ∂Ω× (0, T )
è f, fˆ ∈ {f ∈ L2(Q) : f0 ≤ f ≤ ψ′ + Aψ − cg â Q}, ãäå f0  ôèêñèðîâàííàß
ôóíêöèß èç L2(Q), òî
mesn+1(I(uˆ)4I(u)) ≤ c
(‖uˆ0 − u0‖H + ‖fˆ − f‖L2(Q)).
Â ï. 4.2 äîêàçàíà
Òåîðåìà 5. Ïóñòü çàäà÷à (P ) ßâëßåòñß ðåãóëßðíîé è âûïîëíåíû óñëî-
âèß (H0) − (H4), (G) è äëß ëþáîãî ε > 0 è ëþáûõ u, v ∈ V ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî
〈Au− Av, signε(u− v)〉 ≥ 0,
ãäå signε åñòü ðåãóëßðèçàöèß ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè sign : R→ 2R:
sign(s) =

−1, s < 0,
[−1, 1], s = 0,
1, s > 0,
signε(s) =

−1, s < −ε,
s/ε, |s| ≤ ε,
1, s > ε.
Òîãäà mesn+1(I(uˆ)4I(u)) ≤
(‖uˆ0 − u0‖L1(Ω) + ‖fˆ − f‖L1(Q))/cg.
Âî âòîðîé ãëàâå ñòðîßòñß è èññëåäóþòñß òðè òèïà ñåòî÷íûõ ñõåì äëß
ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèß èñõîäíîé çàäà÷è. Äâå èç íèõ ßâëßþòñß èçâåñòíûìè
è ïîëó÷àþòñß àïïðîêñèìàöèåé ëèáî èñõîäíîãî íåðàâåíñòâà (P ), ëèáî ðåãóëß-
ðèçîâàííîé çàäà÷è (Pε) (çàäà÷è ñî øòðàôîì). Òðåòüß ñõåìà ßâëßåòñß íîâîé
è ïîëó÷àþòñß àïïðîêñèìàöèåé çàäà÷è (P0).
Â ïåðâîì ïàðàãðàôå èññëåäóåòñß ñóùåñòâîâàíèå, ãëàäêîñòü ðåøåíèß ðåøå-
íèß è íåßâíàß ñõåìà Ýéëåðà äëß àáñòðàêòíîãî ýâîëþöèîííîãî íåðàâåíñòâà
ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà: íàéòè u(t) ∈ D(φ) òàêóþ, ÷òî u(0) = u0 è äëß ï.âñ.
t ∈ (0, T ) è ëþáûõ v ∈ D(φ) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
(Pa) 〈u′(t) + A(t)u(t)− f(t), v − u(t)〉+ φ(t, v)− φ(t, u(t)) ≥ 0.
Èññëåäîâàíèå îáîáùàåò ðåçóëüòàòû ðàáîòû G. Savare2, â êîòîðîé àíàëîãè÷-
íûå âîïðîñû ðàññìîòðåíû äëß ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ A â ñëó÷àå φ(t, v) =
φ(v). Ïðåäïîëàãàåòñß, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèß A1)A6):
2Savare G. Approximation and regularity of evolution variational inequalities // Rnd.Acc. Naz. Sci. dei XL,
Memorie di Matematica. 1993. Vol. XVII. Pp. 83111.
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A1) V , H åñòü ñåïàðàáåëüíûå ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà, âëîæåíèß
V ⊂ H ≡ H∗ ⊂ V ∗ íåïðåðûâíû è ïëîòíû; 〈·, ·〉  îòíîøåíèå äâîéñòâåí-
íîñòè ìåæäó V ∗ è V ; V = L2(0, T ;V ), V∗ = L2(0, T ;V ∗).
A2) A(t)0 = 0; äëß ëþáûõ u, v ∈ V è ï.âñ. t ∈ [0, T ] ñïðàâåäëèâû îöåíêè
〈A(t)u− A(t)v, u− v〉 ≥ α‖u− v‖2V , α = const > 0,
‖A(t)u− A(t)v‖V ∗ ≤ m0(t)‖u− v‖V , ‖A′(t)v‖V ∗ ≤ m1(t)‖v‖V ,
ïðè÷åì M = ‖m0‖L2(0,T ) + ‖m1‖L2(0,T ) <∞.
A3) Ôóíêöèîíàë v → φ(t, v) ßâëßåòñß ñîáñòâåííûì âûïóêëûì è ïîëóíåïðå-
ðûâíûì ñíèçó íà V ïðè êàæäîì t ∈ [0, T ], à åãî ýôôåêòèâíàß îáëàñòü
îïðåäåëåíèß D(φ) = {v ∈ V : φ(t, v) <∞} íå çàâèñèò îò t; 0 ∈ D(φ).
A4) Ïóñòü χ : [0, T ] → V ∗ åñòü ñóáãðàäèåíò φ â íóëå, ò.å. φ(t, v) − φ(t, 0) ≥
〈χ(t), v〉 ∀ v ∈ D(φ). Òîãäà χ ∈ H1(0, T ;V ∗).
A5) Ïóñòü φt(t, u) = dφ(t, u)/dt, u ∈ D(φ). Òîãäà äëß ∀u, v ∈ D(φ) =
= {v ∈ L2(0, T ;V ) : φ(t, v(t)) ∈ L1(0, T )}
T∫
0
|φt(t, u(t))− φt(t, v(t))| dt ≤ %(‖u‖V , ‖v‖V) ‖u− v‖V ,
ãäå ôóíêöèß % íåïðåðûâíà è íå óáûâàåò ïî êàæäîìó àðãóìåíòó.
A6) f ∈ H1(0, T ;V ∗), u0 ∈ D(φ), C0 = ‖u0‖V + inf
v∈M(u0,f)
‖v‖H < ∞, ãäå
ìíîæåñòâî M(u0, f) ßâëßåòñß íåïóñòûì,
M(u0, f) = {w ∈ H : 〈w + A(0)u0 − f(0), v − u0〉+
+ φ(0, v)− φ(0, u0) ≥ 0 ∀ v ∈ D(φ)}.
Íåßâíàß ñõåìà Ýéëåðà ïðè ðàâíîìåðíîì ðàçáèåíèè îòðåçêà [0, T ] íà N
÷àñòåé çàïèñûâàåòñß ñëåäóþùèì îáðàçîì: íàéòè yn ∈ D(φ) òàêèå, ÷òî äëß
n = 0, N ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà
(Paτ) 〈(yn−yn−1)/τ+Anyn−fn, v−yn〉+φn(v)−φn(yn) ≥ 0 ∀ v ∈ D(φ),
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ãäå y−1 = u0, τ = T/N , φn(v) = φ(tn, v), An = A(tn), fn = f(tn).
Â ï. 1.1 ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå àïðèîðíûå îöåíêè:
‖y0 − u0‖2H + ατ‖y0 − u0‖2V ≤ C20τ 2,
‖yτ‖E(0,T ) ≤ C, ‖yˆτ‖E(0,T ) ≤ C, ‖yˆ′τ‖E(0,T ) ≤ C,
ãäå yτ è yˆτ êóñî÷íî-ïîñòîßííîå è êóñî÷íî-ëèíåéíîå âîñïîëíåíèå yn ñîîòâåò-
ñòâåííî, C = C(T, α, C0, ‖f‖H1(0,T ;V ∗),M, %). Íà èõ îñíîâå äîêàçàíî
Óòâåðæäåíèå 2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèß A1)A6), òîãäà äëß âñåõ
t ∈ [0, T ] è v ∈ D(φ) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
〈yˆ′τ + A(t)yˆτ − f, v − yˆτ〉+ φ(t, v)− φ(t, yˆτ) ≥ −Rτ(t, v),
ïðè÷åì, åñëè v ∈ D(φ), òî íàéäåòñß òàêàß ïîñòîßííàß C, çàâèñßùàß îò
‖v‖V , ÷òî
T∫
0
Rτ(t, v(t)) dt ≤ C (τ 2 + τ ‖yˆτ − v‖V).
Òåîðåìà 6. Ïðè óñëîâèßõ A1)− A6) ñïðàâåäëèâû óòâåðæäåíèß:
a) ðåøåíèå u çàäà÷è (Pa) ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííî è ïðèíàäëåæèò ïðî-
ñòðàíñòâó H1(0, T ;V ) ∩W 1∞(0, T ;H);
b) ïóñòü u è u¯ åñòü ðåøåíèß çàäà÷è (Pa), ñîîòâåòñòâóþùèå âõîäíûì
äàííûì {u0, f} è {u¯0, f¯} ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà
‖u¯− u‖E(0,T ) ≤ c (‖u¯0 − u0‖H + ‖f¯ − f‖V∗);
c) åñëè yˆτ êóñî÷íî-ëèíåéíîå âîñïîëíåíèå ðåøåíèß íåßâíîé ñõåìû Ýéëåðà
(Paτ), òî ‖u− yˆτ‖E(0,T ) ≤ c τ .
Âî âòîðîì ïàðàãðàôå èçó÷àåòñß ñåòî÷íàß ñõåìà, ïîñòðîåííàß íà áàçå èñ-
õîäíîé çàäà÷è (P ); èññëåäîâàíèå îïèðàåòñß íà ïîëó÷åííûå äëß àáñòðàêòíî-
ãî íåðàâåíñòâà ðåçóëüòàòû ïåðâîãî ïàðàãðàôà. Íà ïðîòßæåíèè âòîðîãî è
òðåòüåãî ïàðàãðàôà ïðåäïîëàãàåòñß, ÷òî Ω ⊂ Rn, n = 2, Ω èìååò êóñî÷íî-
ãëàäêóþ ãðàíèöó êëàññà C3, îïåðàòîð A îïðåäåëßåòñß ôîðìóëîé
〈Au, v〉 =
T∫
0
∫
Ω
( n∑
i=0
ai(x, t, u, ux)vxi
)
dxdt,
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à ôóíêöèè ai(x, t, ξ), i = 0, n, ξ ∈ Rn+1, óäîâëåòâîðßþò óñëîâèßì (R1)(R2):
(R1) ai(x, t, ξ) ∈ W 1∞(Ω)×W 1∞(0, T )× C1(Rn+1), ai(x, t, 0) = 0;
äëß ëþáûõ (x, t) ∈ Q¯ è ξ, η ∈ Rn+1 ñïðàâåäëèâû îöåíêè:
|∂ai(x, t, ξ)/∂t|+ |∂ai(x, t, ξ)/∂xj| ≤ β |ξ|.
(R2) Äëß ëþáûõ (x, t) ∈ Q¯, ξ, η ∈ Rn+1 ñ ïîñòîßííûìè α, β > 0
ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà:
|ai(x, t, ξ)− ai(x, t, η)| ≤ β |ξ − η|,
n∑
i=0
(
ai(x, t, ξ)− ai(x, t, η)
)
(ξi − ηi
) ≥ α|ξ − η|2.
Äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëàãàþòñß âûïîëíåííûìè óñëîâèß (R3)(R4):
(R3) Ôóíêöèß ψ íå çàâèñèò îò t, ψ ∈ H2(Ω), ψ ≤ 0 íà Ω¯;
u0 ∈ H2(Ω), u0 ≥ ψ íà Ω; f ∈ H1(0, T ;W 1p (Ω)), p > 2.
(R4) u ∈ H1(0, T ;V ) ∩W 1∞(0, T ;H), u ∈ L2(0, T ;H2(Ω)).
Â ï. 2.1 ââîäèòñß ïðîñòðàíñòâî êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, îïðåäåëßþòñß íåîá-
õîäèìûå êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû. Ïóñòü Vh (H1h)  ñòàíäàðòíàß àïïðîêñè-
ìàöèß V = H10(Ω) (H1(Ω)) íà îñíîâå êðèâîëèíåéíûõ òðåóãîëüíûõ êîíå÷íûõ
ýëåìåíòîâ ïåðâîé ñòåïåíè. Ïðîñòðàíñòâî Vh ñî ñêàëßðíûì ïðîèçâåäåíèåì è
íîðìîé (uh, vh)Hh = SΩv
(
uhvh
)
, ‖uh‖Hh = (uh, uh)1/2Hh , îáîçíà÷àåòñß ÷åðåç Hh,
ãäå SΩv  ñîñòàâíàß êâàäðàòóðà ïî âåðøèíàì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ; îòíîøå-
íèå äâîéñòâåííîñòè ìåæäó V ∗h è Vh îáîçíà÷àåòñß ÷åðåç 〈·, ·〉h. Ïðîñòðàíñòâî
H∗h îòîæäåñòâëßåòñß ñ Hh (ñîãëàñíî òåîðåìå Ðèññà), ïîýòîìó Vh ⊂ Hh ⊂ V ∗h ,
ïðè÷åì 〈f, vh〉h = (f, vh)Hh, åñëè f ∈ Hh.
Â ï. 2.2 ñîñòàâëßþùèå çàäà÷è (P ) àïïðîêñèìèðóþòñß ñëåäóþùèì îáðà-
çîì:
Kh = {vh ∈ Vh : vh(x) ≥ ψI(x), x ∈ Ω¯},
ãäå ψI  H1h-èíòåðïîëßíò ôóíêöèè ψ. Îïåðàòîð Ah(t) : H1h → V ∗h äëß t ∈
[0, T ] îïðåäåëßåòñß ðàâåíñòâîì
〈Ah(t)u, v〉h = SΩc
( n∑
i=0
ai(x, t, u, ux)vxi
)
, u ∈ H1h, v ∈ Vh,
à òàêæå ôóíêöèîíàë fh(t) ∈ V ∗h :
〈fh(t), v〉h = SΩc
(
f(t) v
)
, v ∈ Vh,
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ãäå SΩc  ñîñòàâíàß êâàäðàòóðà ïî öåíòðàì òßæåñòè êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.
Ðàññìàòðèâàåòñß ïîëóäèñêðåòíàß çàäà÷à (ìåòîä ïðßìûõ): íàéòè ôóíê-
öèþ uh ∈ L2(0, T ;Vh) òàêóþ, ÷òî uh(0) = u0I ∈ Kh è äëß ï.âñ. t ∈ (0, T )
(Ph) uh(t) ∈ Kh, 〈u′h(t) + Ah(t)uh(t)− fh(t), v − uh(t)〉h ≥ 0 ∀ v ∈ Kh.
Ïîêàçûâàåòñß, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (R1)−(R4), çàäà÷à (Ph) âêëà-
äûâàåòñß â êëàññ çàäà÷ (Pa), à äëß äàííûõ çàäà÷è ñïðàâåäëèâû óñëîâèß
A1) − A6) ðàâíîìåðíî ïî h, è ê íåé ïðèìåíèìû ðåçóëüòàòû òåîðåìû 6; òà-
êèì îáðàçîì, ðåøåíèå çàäà÷è (Ph) ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííî è ïðèíàäëåæèò
ïðîñòðàíñòâó H1(0, T ;Vh) ∩W 1∞(0, T ;Hh).
Â ï. 2.3 èññëåäóåòñß òî÷íîñòü ìåòîäà ïðßìûõ. Åñëè u è uh  ðåøåíèß
çàäà÷ (P ) è (Ph) ñîîòâåòñòâåííî è âûïîëíåíû óñëîâèß (R1)  (R4), òî
‖u− uh‖E(0,T ) ≤ c inf
v∈K
‖uh − v‖1/2H + inf
vh∈Kh
(
‖u− vh‖E + ‖u− vh‖1/2H +
+ ‖u′ − v′h‖H + ‖u0I − vh(0)‖H + ‖EL(t, vh(t))‖L2(0,T )
)
,
ãäå EL(t, v(t)) = supw∈Vh\{0} |EL(t; v(t), w)|/‖w‖V è
EL(t; v, w) = 〈v′+A(t)v−f(t), w〉−〈v′+Ah(t)v−fh(t), w〉h, v(t), w ∈ Vh.
Â ï. 2.5 ïîëó÷åíû îöåíêè äëß êàæäîãî ÷ëåíà, ñîñòàâëßþùåãî ïîãðåøíîñòü
àïïðîêñèìàöèè. Äîêàçàíà
Òåîðåìà 7. Ïóñòü u è uh  ðåøåíèß çàäà÷ (P ) è (Ph) ñîîòâåòñòâåííî
è âûïîëíåíû óñëîâèß (R1)  (R4). Òîãäà ‖u− uh‖E(0,T ) ≤ c h.
Cåòî÷íàß ñõåìà äëß çàäà÷è (P ) ïîëó÷àåòñß ïîñëå äèñêðåòèçàöèè ïî t ïî-
ëóäèñêðåòíîé çàäà÷è (Ph) íåßâíîé ðàçíîñòíîé ñõåìîé: íàéòè uhτ : ωτ → Vh
òàêóþ, ÷òî uhτ(t−1) = u0I è äëß n = 0, N
(Phτ) uhτ(tn) ∈ Kh, 〈uhτ(tn)− uhτ(tn−1) + τAh(tn)uhτ(tn)−
− τfh(tn), v − uhτ(tn)〉h ≥ 0 ∀ v ∈ Kh,
ãäå τ = T/N , ωτ = {tn, n = 0, N}.
Ïóñòü uˆhτ êóñî÷íî-ëèíåéíîå âîñïîëíåíèå ñåòî÷íîé ôóíêöèè uhτ . Äîêà-
çàíà
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Òåîðåìà 8. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèß (R1)−(R4). Òîãäà ðåøåíèå uhτ çà-
äà÷è (Phτ) ñóùåñòâóåò è îïðåäåëßåòñß åäèíñòâåííûì îáðàçîì. Êðîìå òîãî,
åñëè u  ðåøåíèå çàäà÷è (P ), òî ‖u− uˆhτ‖E(0,T ) ≤ c
(
h+ τ
)
.
Â òðåòüåì ïàðàãðàôå àíàëîãè÷íûì îáðàçîì èññëåäóþòñß äâå ñõåìû, ïî-
ñòðîåííûå íà îñíîâå íåðàâåíñòâà (P0) è ðåãóëßðèçîâàííîãî íåðàâåíñòâà (Pε).
Ïðåäïîëàãàåòñß, ÷òî ôóíêöèß q â îïðåäåëåíèè ôóíêöèîíàëà j è jε îáëàäàåò
ñëåäóþùåé ãëàäêîñòüþ:
(R5) q ∈ H1,1(Q).
Àïïðîêñèìàöèß ïðîñòðàíñòâ è äàííûõ çàäà÷è ïðîâîäèòñß òàêæå êàê âî
âòîðîì ïàðàãðàôå. Ôóíêöèîíàë jε àïïðîêñèìèðóåòñß ñëåäóþùèì îáðàçîì
jεh(t, η) =
∫
Ω
qh(t)ϕε(η − ψI) dx,
ãäå qh(t) åñòü êóñî÷íî-ïîñòîßííàß ôóíêöèß ðàâíàß
∫
e
q(x, t) dx/|e| íà êàæäîì
êîíå÷íîì ýëåìåíòå e äëß âñåõ t ∈ [0, T ].
Â ï. 3.1 èçó÷àåòñß ìåòîä ïðßìûõ äëß çàäà÷è (Pε) è (P0): íàéòè ôóíêöèþ
uh ∈ L2(0, T ;Vh) òàêóþ, ÷òî uh(0) = u0I è äëß ï.âñ. t ∈ (0, T )
(Pεh) uh(t) ∈ Vh, 〈u′h(t) + Ah(t)uh(t)− fh(t), v − uh(t)〉h+
jεh(t, v)− jεh(t, uh(t)) ≥ 0 ∀ v ∈ Vh,
(ïðè ε = 0 çàäà÷è (Pε) è (Pεh) ïåðåõîäßò â çàäà÷è (P0) è (P0h) ñîîòâåòñòâåííî).
Äàëåå ïîêàçûâàåòñß, ÷òî çàäà÷à (Pεh) âêëàäûâàåòñß â ñåìåéñòâî çàäà÷ (Pa) è
óñëîâèß A1)A6) âûïîëíßþòñß ðàâíîìåðíî ïî ε è h. Äîêàçàíà
Òåîðåìà 9. Ïóñòü u è uh  ðåøåíèß çàäà÷ (P ) è (Pεh) ñîîòâåòñòâåííî,
âûïîëíåíû óñëîâèß (R1)− (R5) è ε = O(h2). Òîãäà ‖u− uh‖E(0,T ) ≤ c h.
Ïîñëå äèñêðåòèçàöèè ïî t çàäà÷è (Pεh) íåßâíûì ìåòîäîì Ýéëåðà â
ï. 3.2 ïîëó÷àåòñß ñåòî÷íàß ñõåìà: íàéòè ôóíêöèþ uhτ : ωτ → Vh òàêóþ,
÷òî uhτ(t−1) = u0I è äëß n = 0, N
(Pεhτ) uhτ(tn) ∈ Vh, 〈
(
uhτ(tn)− uhτ(tn−1)
)
/τ + Ah(tn)uhτ(tn)−
− fh(tn), v − uhτ(tn)〉h + jεh(tn, v)− jεh(tn, uhτ(tn)) ≥ 0 ∀ v ∈ Vh.
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ãäå τ = T/N , ωτ = {tn, n = 0, N}. Ïóñòü uˆhτ êóñî÷íî-ëèíåéíîå âîñïîëíåíèå
ñåòî÷íîé ôóíêöèè uhτ . Äîêàçàíà
Òåîðåìà 10. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèß (R1) − (R5). Òîãäà ðåøåíèå uhτ
çàäà÷è (Pεhτ) ñóùåñòâóåò è îïðåäåëßåòñß åäèíñòâåííûì îáðàçîì. Êðîìå
òîãî, åñëè u  ðåøåíèå çàäà÷è (P ) è ε = O(h2), òî ‖u−uˆhτ‖E(0,T ) ≤ c
(
h+τ
)
.
ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ ÐÀÁÎÒÛ
Äëß ïàðàáîëè÷åñêèõ âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ ñ ïðåïßòñòâèåì âíóòðè îá-
ëàñòè ñ êâàçèëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâåííûì îïåðàòîðîì
1. ïðåäëîæåíû ýêâèâàëåíòíûå ôîðìóëèðîâêè çàäà÷è â âèäå íåðàâåíñòâà
áåç îãðàíè÷åíèé ñ âûïóêëûì ëèïøèö-íåïðåðûâíûì ôóíêöèîíàëîì è â
âèäå ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèß ñ ðàçðûâíîé ñëàáîé íåëèíåéíîñòüþ;
2. ïîëó÷åíû îöåíêè òî÷íîñòè ìåòîäîâ ðåãóëßðèçàöèè è øòðàôà;
3. ïîëó÷åíû îöåíêè óñòîé÷èâîñòè êîèíöèäåíòíîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèß ê
âîçìóùåíèþ ïðàâîé ÷àñòè è íà÷àëüíîãî óñëîâèß;
4. ïîñòðîåíà íåßâíàß ñõåìà ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ñ ÷èñëåííûì èíòå-
ãðèðîâàíèåì äëß ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèß çàäà÷è; ïîëó÷åíà îïòèìàëü-
íàß îöåíêà åå ïîãðåøíîñòè â ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìå;
5. ïîëó÷åíû îïòèìàëüíûå îöåíêè ïîãðåøíîñòè â ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìå
äâóõ èçâåñòíûõ ñåòî÷íûõ ñõåì ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèß çàäà÷è.
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